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UN N O U V E A U  c¢ (K) QUI POSSEDE 
LA PROPRIETE DE GROTHENDIECK 

PAR 

MICHEL TALAGRAND 

ABSTRAC'T 

Using the continuum hypothesis, we construct a compact space K such that 
c¢ (K) possesses the Grothendieck property, but such that the unit ball of ~ (K)' 
does not contain /3N, and hence, in particular, such that /®(N) is neither a 
subspace nor quotient of ~(K).  In particular, K does not contain a convergent 
sequence but does not contain /3N. 

I. Introduction 

On dit qu'un espace de Banach E poss6de la propri&6 de Grothendieck si 

toute suite (y,)  de E '  qui tend vers z6ro pour o '(E' ,  E )  tend aussi vers z6ro pour 

o '(E' ,  E"). I1 est connu que si K est un espace compact cr-Stonien, c'est-~-dire of a 

l 'adh6rence de tout ouvert F,, est ouverte, C¢(K) poss6de la propri6t6 de 

Grothendieck. Dans ce cas, C£(K) poss6de de nombreux sous-espaces 

isomorphes a l ==/=(N), donc 6galement, puisque l = est injectif, des quotients 

isomorphes ~ l =. C'est donc une question naturelle de savoir si tout CO(K) qui 

poss6de la propri6t6 de Grothendieck admet l ® comme quotient. Nous allons ici 

montrer  qu'avec l 'hypoth6se du continu, on peut construire un compact K tel 

que ~ (K)  poss~de la propri6t~ de Grothendieck,  sans que la boule unit6 MI(K) 
du dual M(K) = ~ ( K ) '  ne contienne de compact hom6omorphe h la compactifi- 

cation de Stone-Cech /3N des entiers. 

On muni bien stir M,(K) de la topologie vague tr(M(K), ~(K)). Pour situer le 

probl6me pr6cisons que K ne peut en particulier contenir aucune suite con- 

vergente, et qu'il ne doit bien stir pas contenir fiN. Un bel exemple d'espace 

~ ( K )  qui poss6de la propri6t6 de Grothendieck sans contenir l = a 6t6 construit 

par R. Haydon [2]. Cet exemple n'utilise pas l 'hypothbse du continu mais il 

admet l = comme quotient. 
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L 'auteur  exprime sa gratitude envers D. H. Fremlin, qui a eu le courage de lire 

la r6daction originelle de ce travail. La r6daction actuelle s'inspire directement 

de ses commentaires et remarques simplificatrices. 

II. Preliminaires 

Cette section contient quelques outils destin& & clarifier la situation. Pour un 

espace compact K, on notera M2(K) l 'ensemble des mesures de masse =< 1 sur K, 

M~i(K) l 'ensemble des probabilit6s sur K, et l'on munira ces ensembles de la 

topologie vague tr(qg(K)', ~(K)) .  On dira qu 'une mesure sur K est port6e par 

un borelien A si /z (K \ A)  = 0. 

Le lemme suivant est essentiellement connu ([4], lemma 1). 

LEMME 1. Soit K un espace compact, et ( h, ) une suite de probabilit~s sur K qui 

sont porMes par des bordliens disjoints. Soit e > O. Alors il existe une sous-suite 

(h ')  et des ouverts disjoints (Uo) tels que h'(U,)>= 1 -  e. 

Le r6sultat suivant est un outil puissant. Sa preuve est contenue dans la preuve 
du th6or~me 6 de [3]. 

LEMME 2. Soit (X, X, i t )  un espace probabilis& Soit (v.)  une suite uni- 

[ormdment bornde de LI(I~ ). II existe alors 7 I >->_0 et une sous-suite (v',) qui se 

ddcompose sous la [orme v ', = g, + h,, off la suite (g,) est ]:aiblement convergente, 

off les ]:onctions h. sont porMes par des ensembles mesurables disjoints, et o~ 

II h, II = ,1. 

PROPOSmON 3. Soit K un espace compact. Alors si MI (K)  contient un [erred 

hom~.omorphe ?t f iN, il existe une suite (h,)  de M~(K), porMe par des ensembles 

bordliens disjoints, avec II h, 11 = 1, et un rdel z > O, de sorte que la proprMM suivante 

soit vdrifide : 

(1) Pour route partie I de N, il existe une ]:amille ]inie F de la boule uniM de 

C¢(K), et un entier N tel que 

V n E I ,  V m E N \ I ,  n , m > - N ~ 3 f E F ;  [ h , ( / ) - h m ( f ) l > ~ .  

Dt~MONSTRATION. Puisque MI(K)  contient un ferm6 hom6omorphe & fiN, il 

existe une suite (u,)  de MI(K)  telle que l'application ~0, prolongement & fiN de 

l'application n ~ u,, soit un hom6omorphisme. 

Soit S un ensemble ayant la puissance du continu. On sait que { -  1, 1} s est 

s6parable, donc image continue de fiN. I1 existe donc une famille (A,),~s 

d'ensembles ouverts-ferm6s de fiN, telle que si pour e = 1 on pose eA,  = A,, et 
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pou r  e = - 1, on pose eA~ = / 3 N \ A s ,  pou r  toute  famille ( e , ) E  { -  1, 1} s, on ait 

Pour  tout  s ~ S, posons  C~ = q~(As) et /9, = ~ ( / 3 N \ A , ) .  Puisque ~ est un 

h o m 6 o m o r p h i s m e ,  ce sont deux ferm6s disjoints de Mj(K). La topologie  vague  

6rant la moins  fine qui rende  cont inues  les appl ica t ions /x  -->/z (f)  pou r  f E ~ (K) ,  

il existe une famille finie F~ de la boule  unit6 de c¢ (K) ,  et un r6el r~ > 0 tels que  si 

/x E C~, u E O~, il existe f E  F~ avec I P - ( f ) -  v( f ) l  -> ~~. 

II existe alors une par t ie  S ' C  S, ayant  la puissance  du continu,  et un r6el 7" > 0 

tels que pou r  s E S '  on air T~ _-> 2~'. Puisque S '  a la puissance du continu,  on peu t  

suppose r  S'= { -  1, l} N. 

Pour  s E S' = { -  1, 1} N, soit s(n) ]a coo rdonn6e  de rang n de s. Pour  n U N, 

soit v, E q~(n~s,s(n)A,). Pour  route par t ie  I C N ,  d6finissons s, E S '  par  

s , ( n ) =  1 s i n  E I et s~(n) = - 1 si n ~  I. Pour  n E I, on a donc  v. E ~(A~,) = C,, 

et pou r  n E N \ I  on a v, E q~(/3N\A~,)= D~,. I1 existe donc  une famille finie 

F = F~, de la boule  unit6 de CO(K) telle que: 

(2) nEI ,  m E N \ I ~ 3 f E F ;  I v , ( f ) - v , . ( f ) [ = > 2 ~  ". 

Les  v, sont contenus  dans  un m 6 m e  L ~(/z). D ' ap r~s  le l e m m e  2, il existe "O -> 0 

et une sous-suite  v ' =  g, + h ' ,  ofl les g,  sont fa ib lement  convergen tes  dans  

L ~(/x ), et o~ les h '. sont por t6es  par  des bor61iens disjoints et of  1 II h '-II = 7/. Mais  

puisque la suite (g . )  converge  fa ib lement  dans  L ~(tz), elle converge  fa ib lement  

dans  ~ ( K ) ' ,  donc  elle converge  vaguemen t .  On d6duit  donc  de (2) que "O > 0 .  

Puisque r/ = IIh'll ,  on a ~7 < 1. II est alors clair que  le r6sultat  d6coule  de  (2) si 

l 'on pose h. = r/-~h',. 

IlL Description de la construction 

On d6signe pa r  i)  le p r e m i e r  ordinal  non d6nombrab le .  On va ob ten i r  le 

compac t  cherch6 c o m m e  limite p ro jec t ive  d ' u n e  suite (K,,),~<a de compac t s  

m6tr isables  pou r  des appl icat ions  cont inues  ~. , ,  :K~ * - K ,  (off /3 < a ) .  L ' id6e  

naturel le  serait  la suivante.  Pour  assurer  que  poss/~de la propr i6 t6  de G r o t h e n -  

dieck,  on va faire en sor te  que  si (A,) est une  suite de Ma(K) qui ne converge  pas 

fa ib lement ,  il existe a > / 3  tel que pou r  route  su i t e / z ,  E MI(K~) avec q~,, (~t.) = 

A,, la suite (/z,) n 'es t  pas v a g u e m e n t  convergente .  Pour  6viter  d ' in t rodu i re  des 

copies  d e / 3 N  dans  Mj(K), on va faire en sor te  qu' i l  existe un filtre ~ ,  qui ne soit 

pas  un ultrafiltre, et tel que si q~,, ( t z . ) =  A,, l im~/z,  existe ( ~  ne d6pendan t  ni 

de a ni de (tz.)). Ce  p r o g r a m m e  se heur t e  m a l h e u r e u s e m e n t  & des ditiicult6s 

consid6rables.  Les  compac t s  K dev iennen t  r ap idemen t  t rop  gros, et tout  
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controle de la situation est perdu. On va donc remplacer la premi/~re condition 

par la suivante, plus subtile: pour toute (ou tout au moins pour assez) suite de 

mesures A. E MI(Ko) port6es par des ouverts disjoints, il existe a > O, tel que 

pour toute suite ( /z . )E  M1(K,~), avec ~0o,~ ( /z . )=  v., la sui te /z ,  ne converge pas 

vaguement. Un bon moyen d 'emp6cher la croissance anarchique des K~ serait 

d ' imposer que pour /3 < a, l 'application ~0~. soit telle que pour tout e, 

l 'ensemble des x E K~ tels que diam ~o~,~(x)> e soit fini (off le diam6tre est pris 

par rapport ~t une distance quelconque definissant la topologie de K0). Cela n'est 

malheureusement pas possible; la condition technique (E)  qui remplace cette 

condition e n e s t  une sorte de localisation. Maintenant, au travail! 

Dans toute la suite, on assume l 'hypoth6se du continu, c'est-~-dire que f~ a la 

puissance du continu. 

D6signons par r / :  [to, Ft[--* [to, ~[  x f~ une bijection t~ ~ (rh(a) ,  ~2(a)) telle 

que n,(a)<=a Va ~ [to,~[. 

Pour toute partie P C ~,  on d~signera par ~0p la projection naturelle de {0, 1} a 

dans {0,1} e ainsi que sa restriction aux sous-ensembles de {0,1} n. Ainsi pour 

c~ < ~,  ~o~ d6signe la projection de {0, 1} ~ dans {0, 1}L La coordonn6e de rang a '  

de t E {0, 1} ~ pour a > a '  est not6e t (a ' ) .  

On va construire des compacts K~ C {0, 1} ~ pour to =< a -<_ ~ de sorte que 

(3) Ko+, = ( Y .  x {o}) u ( z .  x {1}) 

off Y. et Z~ sont des ferm6s tels que Y,. U Z,~ = K,., et off 

(4) K,, = {t; t ~ {0, 1}", ~o,,(t)EK,, V a ' <  a} 

si a est un ordinal limite. On commence avec K,o = {0, 1} ". 

Si K~ est construit, oO to =</3, soit (U,(/3, y)).~,<~<a une 6num6ration de 

toutes les suites disjointes d'ouverts-ferm6s non rides de K~. 

Si Ks est construit, et si to _---0 _-< a et 77(0)= (/3, y), soit 

v.(o, ) = , ¢ 2 ( u . ( / 3 ,  n 

Si Ke est construit, off to _-< 0, soit (v, (0, 6)).~r<,<n une 6num6ration de toutes 

les suites (v,).~N de M(Ko) telles que 

> 1  I I , , . i l=l,,. l(v.(o,o))=l, V n E N .  

Si K~ est construit, et si to ~ 0 < a, soit 
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B.(O, 6, , ~ ) =  {:, ; :, ~ M(K.), IIX 11 = 1, , p , ( X ) =  ,,. (0, 6)}. 

L'induction consiste ~ construire des ensembles ](0, 6, o~ ), I(0, a ), N. (0, 6) C_ 
N pour to =< 0 < a < f~, 6 < a, e @ {0, 1} de sorte que les conditions suivantes 

soient v~rifi~es: 

(A) Pour 0<c~,  6 < a  on a J(0,6, o~)C_I(O,c~). 
(B) Pour 0 < a, 6 < c~ on a No(O, 6) N N,(O, 6) = (~. 
(C) Pour 0 < a ,  6 < a ,  e =0 ,1 ,  l 'ensemble ](0,6, a )nN~(0 ,6)  est infini. 

(D) Pour a '  =< a, 6 < a '  les ensembles 

J(O, 6, a)\J(O, 6, a') et I(O,a)\I(O,a') 

sont finis. 

(E) Pour to _-< 0 =< a ' <  a, il existe m ~ N tel que pour n E I(O,a), n >= m on 

ait 
t, t ' ~  V.(0, a) ,  q~e(t) = q~e (t') ~ t (a ' )  = t ' (a ' ) .  

(F) Pour to =< 0 < a, 6 < a e t ~ .  E B,  (0, 6, a )  la limite lim,~j~o,~,,) )t. existe. 

(G) Si a est de la forme c~ '+l ,  et ,1(a')=(0,6), pour toute suite 

A. E B.  (0, 6, a )  les deux ensembles 

{ n : A , ( Z ~ , ×  {1})= > 1 } ;  { n ' ) t . ( Z ~ , x  {1})= 0} 

sont infinis. 

Pour a = to, aucune construction n'est n6cessaire. 

Si a est un ordinal limite, la formule (4) donne K~ en fonction des K,, pour 

a' < a. Choisissons ](0, 6, a) et I(O, a) pour 0, 6 < a de fagon que les conditions 

(A) ~ (D) soient v6rifi6es. 

Si to<=O<=ot'<a, il existe ot"E]a',a[. Soit m E N  tel que 

~(0, ,~)\ I(0, ,~") 

I1 existe m ' =  > m tel que 

nEI(O,a"); n=>m' ;  t , t ' E  V.(0, a");  

[0, m]. 

q~0 ( t ) =  ~o, (t') :ff t(c~')= t ' (a ' ) .  

D'ofi, puisque t E V.(O,c~) ~ q~.(t)E V.(O,a") et que q~..(t) ( a ' ) =  t(c~'), on 

n~I(O,a");  n>=m'; t , t 'EV,(O, oL); q~,(t)=q~(t')~t(o~')=t'(ol'), 

ce qui montre que (E) est v6rifi6e. 

Si A. E B . ( 0 , 8 ,  a ) ,  alors q~,(A,)~B.(O, 6, a ' ) s i  m a x ( 8 , 0 ) < a ' < a ,  donc 



186 M. TALAGRAND Israel J. Math. 

iim.~j~o,~,,,,)9,~,(A.) existe alors ce qui mont re  que l im.~m,~,,)h,  existe d 'apr6s 

(D), done  (F) est vdrifi6e. 

IV. C o n s t r u c t i o n  p o u r  un  o r d i n a l  s u c c e s s e u r  a + 1 

Posons ~ ( a )  = (0, 6 ')  et T/(0) = (/3, 30. Mont rons  d ' abord  que  pour  deux  suites 

h.,h'~B.(O, 8',a) on a l i m . ~ . o . o ) ( I h . l - l A ' . l ) =  0. 

Si E C K~ est ouver t - ferm6,  il d6pend  des coordonn6es  d 'un  ensemble  fini 

P C_ a. S i n  @ I(O,a) est assez grand, on a 

t,t'E V.(O,a); ¢o(t)=~o(t')~ t(6)=t'(6) p o u r S E P ,  

ce qui mont re  que pour  n assez grand ~po est injective sur ¢oup(V.(O, a)) .  Mais 

puisque [[h.[[ = 1 et ][~oo(A.)]l = 1, on a 

I )=  I = ,po(I A:I), 

ce qui implique que h.  et A '. sont port6es par  I/'. (0, a ) .  On a done  ¢ou.  ([ A. ] ) =  

~po~.([h'[)  pour  n~I(O,a)assez  grand, done [A.I(E)=]A'[(E)pour 
n E 1(0, a) assez grand, ce qui prouve  l 'assertion. 

II en r6sulte que si on prend  h. EB.(O, 6',a) et IoCI(O,a) infini tel que 

v = lim,~,o[A, [ existe, alors v = lim,_~o[h',[ pour  toute  suite h'.~B.(O, 6',a). 
(Si 0 = a, on prend  Io _C N.) 

Enum6rons  [to, a ]  par  (0~),~, off I C_ N et off 00 = a. Soit q ---> 8q une surject ion 

de N sur a telle que pour  6 < a, les deux ensembles  

{q ;q  pair, 8 q = 6 } ,  { q ; q i m p a i r 6 q = 6 }  

soient infinis. 
Pour  i E / ,  8 < a, d6finissons/x ~ comme suit. Pour  i = 0 , / z ° e s t  n ' impor te  quel  

point  d 'accumulat ion de (v. (a, 6)),~n. Pour  i #  0 , /z  ~ est la limite c o m m u n e  des 

suites (h , ) ,~ j (o . .~)pour  h,  E B.(O, 6, a), qui existe d 'apr6s (F). 

Soit Wq un ouver t - ferm6 de Vq(O, 0) tel que  vq(O, 6') ( W q ) > ] .  

On va construire  par  induction des ouver ts-ferm6s Hq de K~, des entiers n~, 

m~.q pour  i E L q E N v6rifiant les condit ions suivantes: 

(a) m~.q+, > m,.q Vi E I, q E N. 

(b) m,.q ~ J(O, 8q, a) N N, cq)(O~, 8q)off e ( q ) =  0 si q est pair  et e ( q ) =  1 sinon. 

(C) 1,Y(Vml,q(Oi, O~))~ -~ 2-I-q-7 Vi E I, Vq E N. 

(d) Si P(q) est le plus petit  sous-ensemble de a tel que 6, E P(q) pour  i =< q et 

que Hk ne d6pende  que des coordonn6es  dans P(q) pour  k _-< q, alors 

t, t ' E  V,.,.,(O,, a ) ;  ~oo,(t) = tpo,(t') ::> ~Op<q)(t) = ~o~.¢q)(t'). 
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(e) -" v a  E B . . . .  (0,, 8., 

(f) nqEIo ,  nq+~>nq V q E N .  
(g) Si a E B,,  (0, 8' ,  a )  alors I)t I(V~,., (0,, a )) <= 2 - '-j-6 Vi, j < q. 

(h) H,  = ~;'(W,,)\U,,,<oV=,.,(o,,a).  
Pour  choisir nq vdrifiant (f), (g) lorsque les m,,j pour  i,] < q sont ddjh 

construits,  on utilise (c) et le choix de Io. Pour  choisir mo,q lorsque les nk sont 

construits  pour  k _<- q, il suffit de r emarque r  que (a) et (c) sont valides pour  mo.q 
assez grand,  que (d) est valide pour  tout  m0.q puisque P(q)  _C a = Oo, et que (e) 

est valide pour  une infinit6 de m o,q puisque B.(8o, 8q, a ) =  {v, (a, 8q)}. Pour  

choisir m,.q, pour  i > 0, lorsque nk pour  k <-q sont d~jh construits,  il suffit de 

r emarque r  que (a) et (c) sont valides pour  m,.q assez grands, que (b) est valide 

pour  une infinit6 de m,,q de J(O,, 8q, c~), que (d) est valide pour  m~,q assez grand 

dans I(O,, ~) D J(O,, 8q, a), et que (e) est valide pour  tout  m,.q assez grand dans 

s(o,, o,). 
On pose: 

zo= U Yo =Ko\Zo, 
q pair 

I(0,, a + 1) = {m,,q ; q E N} pour  i E L 

J ( O ~ , & a + l ) = { m l . q ; 6 q = 6 }  pour  i G / ,  8 < a .  

Pour  8 < a, on d~signe par  No(a, 8), Nl(a ,  8) deux ensembles  infinis disjoints 

de J ( a ,  8, a + 1). 
C o m m e  au d~but de ce paragraphe,  on mont re  grace ~ (E) que si ;~. , .~ 'E 

B.  (0, a, a + 1) pour  8 _-< a, on a lim.o.o,,.+,, ([ A. [ - ]a "1) = 0. II existe donc  un 

ensemble  infini J(O, a, a + 1)_C I(0, ot + 1) tel que  lim.os(0. . . . .  1) A. existe pour  

A. E B .  (0, a, a + 1). Soient  No(0, a )  et N,(O, e~) deux ensembles  infinis disjoints 

de J(O, a, ot + 1). 
Mont rons  que  les condit ions (A) h (G) sont v&ifi6es. C'est  6vident  pour  (A) et 

(B). Pour  (C) cela r6sulte de (b), du choix de 8q, et du choix de No(a, 8), Nl(a ,  8) 

pour  0 = a. 

De  plus pour  tout  i E / ,  q E N 

m,,q E J(O,,6q,~)C t(O,,~) 

d'o~ I(0~, a + 1)C I(0,, a), ce qui mont re  que (D) est v&ifi~e. 

V6rifions (E) au rang a + 1. Soit d ' abord  0 -< a '  < c~, et i E I tel que 0 = 0, 

Pour  q assez grand,  on a a ' E P ( q ) .  Alors,  pour  t , t ' E V = , , , ( O , a + l )  et 

~o,(t)= ~,,(t ') ,  on a 
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~o~(t),~o.(t')E V,.~.(Oi, a )  et q~o,(~0~(t))= ~oo,(~o~(t')), 

d'ofi d 'apr6s (d), on a ~opCq)(t)= ~op<q)(t'), d 'o6  t ( a ' ) =  t ' ( a ' ) .  D ' au t r e  part,  aucun 

Vm,.~(0,, a )  ne rencont re  Y~ N Z~. (Puisque d 'apr6s (h) il ne rencont re  qu 'un  

nombre  fini de H , )  Doric pour  n E I ( O ~ , a + l ) ,  on a t ( a ) = t ' ( a )  si 

t, t '  E V, (0,, a + 1), ce qui te rmine  la preuve  de (E). 

V6rifions (F) au rang a + 1 pour  6 < ,~. Soit A. E B ,  (0i, 6, a + 1) pour  i ~. L 

Posons,  pour  mi.4 ~ J(O~, 6, a + 1) 

"qq = ~ A  .... E B .... (0,, 3q, a ) .  

On a ainsi, d 'apr6s (e) 

i 2 - - q  II,P,,,~,(,~q)- ,p,-,~,(~ OIl--< 

Soit E C K~+I un ouver t - ferm6.  I1 est de la fo rme 

E = ((Eo n Y~) x {0}) U ((E,  n z,,) x {~}) 

off El ,  Eg sont des ouverts  ferm6s de K~. 

Puisque r/q est port6e par  Vm,.q(Oi, a) ,  qui ne rencont re  pas Y~ M Z~, on a 

A .... (E )  = r h (Eo M Y,,) + rlq (E, f l  Z,,) = rlq (Eo) - rlq (Eo O Z,,) + rlq (E,  f'l Z~). 

Mont rons  que si on pose Jo = {q ; ~;q = 6}, on a 

lim r h (Eo ¢"1 Z~) = ~ /x g(Eo n H,)  d2 ¢. 
q ~ J O  • pa i r  

Pour  q E Jo, on a 

~(EonZ~)= ,q(Eon Vm, q(O,,~)nZo)= Z r t q ( E o n H , )  
• pa i r  
r~_q 

d 'oh 

In,(EonZo)-~:l_- < ,Y, 1,7,(Eon n. ) l -~(Eon n.)l+ ~ I~:(EonH.)l. 
r pa i r  r>q 
r_--<q 

Si q est assez grand pour  que  Eo ne d6pende  que des coordonn6es  dans P(q) ,  

o n  a 
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1,7,,(Xon z o ) -  ~1--< 7__, 11,~,~,~,(,7~)- ,p,,,,,(,~;)lt + 7__, I ~ , (Xon H,)t 
• p a i r  r > q  

r_--<q 

--< (q + 1)2 -q +~'~ I~z;l(Eo n H , )  
r > q  

qui tend vers z6ro quand  q--> oo. 

De  m6me limq_.,oTlq(E, OZ, , )  existe. Enfin limq~Jo~/q(Eo) existe, d'ofl 

lim.~j(0,,8...+,) A. ( E )  existe; puisque E est arbitraire,  lim._j(e,....+,~ A. existe. 

Enfin, (F) est v6rifi6e au rang a + 1 pour  6 = a par construct ion.  V6rifions (G) 

au rang o~ + 1. Si A E B..(O, 6', a + 1) alors 

;t(H.)>=v..(O,a')(W..)- ~ 2- '+~-  >1 
i , i G  N - -  6 " 

Puisque Hq C V., (0, a ) ,  on a Z,, n v..(0, ~) = Hq si q est pair  et = O sinon. 

D'ofa 

1 
A ( Z o ) =  ,~(Zo n V,q(O,a))~-~ 

si q est pair, et = 0 sinon. De  plus, si A E B,~(O, 6', a + 1), on a 

;,(z~ x { I } )  = (,po,~)(zo) 

puisque ~0,,A est port6e par  V,q(8, a )  qui ne rencont re  pas Y,, N Z,,, et ~o,,A E 

B.q(O, 6, a) .  

La construct ion est termin6e.  

V. Conclusion 

THEOREME 4. Le compact K = Ka est tel que ~ ( K )  poss~de la propri~t6 de 

Grothendieck, mais que MI(  K ) ne contienne pas /3 N. En  particulier l ~ n ' est pas un 

quotient de ~ ( K ). 

PREUVE. Soit (A.) une suite de mesures  sur K port6es  par  des ouver ts-ferm6s 

disjoints W. avec IIA. II = 1 et IIA.+II-> ½. si 13 < ~  est assez grand,  chaque  W. ne 

d6pends que de coordonn6es  dans/3,  et II,p, (,x.)ll = 1 pour  tout  n. Soit y tel que  

W, = q~ ' (U.( /3 ,  y));  posons 0 = r/-'(/3, y).  Alors  II~oo(A.)ll = 1, et q~o(h,) est 

por t6e  par  V. (0, 0); il existe done 6 < 1) tel que ~o (A . )=  v. (0, 6) pour  tout  

n E N, Ainsi q~ (A.) E B,  (0, 8, a )  pour  a _-> 0. 

Si a ' =  rt-~(0, 3) les deux ensembles  
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{n:~o,,+~(A,)(Z,,x {1})=6} et { , ;  ~o~,+l(A,)(Z,,x {1})= 0} 

sont infinis. I1 existe donc un ouvert-ferm6 Z = q~ ~3+~(Z~, x {1}) de K tel que les 

deux ensembles 

{n;h.(Z) >-1} et {n;h.(Z)=O} 

soient infinis. 

Si a >max(P ,  6), on a lim.~0,,.~)~0~(A.)existe. 

Si ~ est le filtre engendr6 par {J(O, 6, a);a > max(0,6)}. Alors l i m . ~ A ,  

existe, et f f  n'est pas un ultrafiltre puisque tout ensemble de ,~' rencontre 

No(P, 6) et NI(O, 6). 
Prouvons que CO(K) poss6de la propri6t6 de Grothendieck. Supposons, qu'il 

existe une suite v, E M~(K) vaguement convergente et non faiblement con- 

vergente. D'apr~s le th6or~me d'Eberlein, on peut supposer qu'aucune sous- 

suite de (v.) n'est faiblement convergente. D'apr~s le lemme 2, on peut supposer 

v. = g. + h,, ofJ (g.) converge faiblement, et o/~ IIh, II = r / >  0, les h. &ant port6s 

par des ensembles mesurables disjoints. D'apr~s le lemme 1, on peut 6crire 

h. = h. +A'., off I[h'll = r//10, et o~ Ilh°[l= 9,7/10, les h', &ant port6s par des 

ouverts-ferm6s disjoints et IIx.+l/_- > ½I[;L. l[ (par passage a une sous-suite). De 

l'existence d'un ouvert-ferm6 Z de K tel que les ensembles {n;lA.(Z)[ =~}, 
{ n ; h ° ( Z )  = 0} soient infinis d6coule sans peine que h, ne peut converger 

vaguement. 

Si M~(K) contient fiN, soient h. et r donn6s par la proposition 3. Alors on 

peut 6crire h, = h, + h ' ,  ofa l[h'll_- < r/2, ![3.,1[ = 1 -  ~-/2 et les h, sont port6s par 

des ouverts-ferm6s disjoints, et off II A,~ II ---> II A° ll/2 (par passage a une sous-suite). 

Si ~ est un filtre qui n'est pas un ultrafiltre et tel que l i m , ~ h ,  existe, alors on 

voit sans peine que la condition (1) ne peut 6tre satisfaite. 

REMARQUE. Ulterieurement a c e  travail, l 'auteur a demontr6 qu'un espace 

de Banach E admet I = comme quotient si et seulement si la boule unit6 de E' 
munie de la topologie g ( E ' ,  E )  contient une copie de /3N. 
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